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Un seul serveur vous manque,
et tout est de´couple´ !
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1Te´le´com ParisTech, Universite´ Paris-Saclay, France
2Nokia Bell Labs, France
Les infrastructures de cloud computing reposent sur des grappes de serveurs qui se partagent des requeˆtes. Leur di-
mensionnement ne´cessite de pre´dire leurs performances. L’un des principaux de´fis consiste a` tenir compte des inter-
actions complexes entre serveurs lorsqu’ils sont mis en commun pour traiter des requeˆtes en paralle`le, en inte´grant
certaines contraintes comme la localite´ des donne´es qui restreignent les affectations possibles. Pour les analyser, nous
repre´sentons ces contraintes par un graphe d’affectation entre les requeˆtes et les serveurs ; les ressources sont partage´es
selon l’e´quite´ e´quilibre´e, qui a l’avantage de rendre les performances du syste`me insensibles a` la distribution de la taille
des requeˆtes. Notre principale contribution est une nouvelle approche re´cursive pour calculer les me´triques de perfor-
mance, consistant a` de´composer le syste`me en e´teignant les serveurs les uns apre`s les autres. Meˆme si la complexite´ des
formules obtenues peut eˆtre exponentielle en la taille de la grappe dans le pire cas, nous illustrons leur inte´reˆt pratique
en identifiant de vastes familles de structures pour lesquelles elle devient polynomiale. Ceci e´tend conside´rablement
l’ensemble des syste`mes pour lesquels des me´triques de performance explicites sont accessibles.
Une version longue de cet article a e´te´ publie´e dans POMACS [BCM17] et sera pre´sente´e a` SIGMETRICS 2018.
E´quite´ e´quilibre´e, paralle´lisme, e´valuation de performance
1 Grappe de serveurs sous l’e´quite´ e´quilibre´e
Nous conside´rons un ensemble K de K serveurs, appele´ grappe, recevant un ensemble I de I classes
de requeˆtes. Les requeˆtes de chaque classe arrivent selon un processus de Poisson et ont des tailles i.i.d.
Chaque requeˆte quitte le syste`me de`s que son service est termine´. Pour chaque i ∈ I, on note λi l’intensite´
de trafic de la classe i, de´finie comme la quantite´ moyenne de travail apporte´e par les requeˆtes de cette classe
par unite´ de temps. Pour chaque k ∈ K, la capacite´ de service du serveur k est note´e µk.
La classe d’une requeˆte de´finit l’ensemble des serveurs auxquels elle est affecte´e. Elle peut eˆtre de´termine´e
par des contraintes pratiques comme la localite´ des donne´es ou bien re´sulter d’une re´partition statique de la
charge (des exemples seront donne´s en partie 3). Pour chaque k ∈K, on note Ik ⊂ I l’ensemble des classes
de requeˆtes que le serveur k peut traiter. La contrainte des serveurs mis en grappe peut eˆtre repre´sente´e par
un graphe biparti entre classes et serveurs, comme illustre´ en FIGURE 1. On suppose sans perte de ge´ne´ralite´
que les requeˆtes de chaque classe sont affecte´es a` au moins un serveur et que chaque serveur se voit affecter
les requeˆtes d’au moins une classe.
λ1 λ2
µ1 µ3 µ2 Serveurs
Classes de requeˆtes
FIGURE 1: Un graphe d’affectation entre trois serveurs et deux classes de requeˆtes. Les serveurs 1 et 2 sont
respectivement de´die´s aux classes 1 et 2, et le serveur 3 est partage´. On a I1 = {1}, I2 = {2} et I3 = {1,2}.
†Les auteurs sont membres du LINCS, voir www.lincs.fr.
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On suppose ve´rifie´e la condition suivante de stabilite´, qui impose que tout ensemble de serveurs ait une
capacite´ suffisante pour traiter les requeˆtes exclusivement affectables a` des serveurs de cet ensemble :
∑
i∈I\⋃k∈K\LIk
λi < ∑
k∈L
µk, ∀L ⊂ K.
Cette condition, ne´cessaire pour garantir la stabilite´, sera suffisante sous l’e´quite´ e´quilibre´e [BP03, SdV15].
Allocation des ressources Les ressources des serveurs sont partage´es selon l’e´quite´ e´quilibre´e [BP03].
Celle-ci ge´ne´ralise la discipline de service processor-sharing dans le sens ou` toutes les requeˆtes sont servies
simultane´ment, celles d’une meˆme classe recevant le meˆme taux de service. Le partage des ressources est
de´fini globalement a` l’e´chelle de la grappe toute entie`re, comme de´crit dans [SdV15].
Lorsqu’elles sont calculables, les me´triques de performance sous l’e´quite´ e´quilibre´e donnent des intui-
tions robustes sur les performances re´elles du syste`me. L’e´quite´ e´quilibre´e satisfait en effet la proprie´te´ d’in-
sensibilite´, qui implique que les performances sous les hypothe`ses donne´es plus haut sont identiques a` celles
obtenues lorsque les tailles des requeˆtes sont distribue´es selon la loi exponentielle. L’e´tat du syste`me (de´crit
par le nombre de requeˆtes de chaque classe pre´sentes) de´finit alors un processus de Markov re´versible.
Par ailleurs, il a e´te´ prouve´ dans [SdV15] que l’e´quite´ e´quilibre´e est Pareto-efficace dans les grappes de
serveurs. Cela signifie en pratique que la capacite´ de chaque serveur est entie`rement utilise´e de`s qu’une
requeˆte lui est affecte´e.
Performance D’apre`s la loi de Little, pre´dire les performances du syste`me revient a` calculer l’espe´rance
L du nombre de requeˆtes pre´sentes dans le syste`me en re´gime stationnaire. On peut montrer que, sous
l’e´quite´ e´quilibre´e, la valeur de L de´coule directement de la probabilite´ ψ que le syste`me stationnaire soit
vide, elle-meˆme e´gale a` l’inverse de la constante de normalisation. Le calcul de cette dernie`re n’est pas
imme´diat puisque l’espace d’e´tats est infini.
Ce proble`me peut eˆtre contourne´ de diffe´rentes manie`res. Dans [BV04, SdV15], une e´tape d’agre´gation
permet de se ramener a` un espace d’e´tats fini dont la taille est exponentielle en le nombre de classes. Des
conditions suffisantes pour obtenir une taille polynomiale ont e´te´ identifie´es dans [BCSd17] mais elles s’ap-
pliquent difficilement aux grappes de serveurs. Notre approche est diffe´rente. Elle ge´ne´ralise les re´sultats
pre´sente´s dans [GHBSW+17, GHBHR17], qui sont des cas particuliers de notre the´ore`me principal.
2 Calcul re´cursif des me´triques de performance
Notre re´sultat repose sur la remarque suivante, qui de´coule de la re´versibilite´ du processus de Markov
de´fini par l’e´tat du syste`me dans le cas exponentiel :
La distribution stationnaire conditionnelle du syste`me sachant qu’un serveur donne´ est inactif
est e´gale a` la distribution stationnaire du sous-syste`me ou` aucun trafic n’est ge´ne´re´ par les
classes de requeˆtes affecte´es a` ce serveur.
Pour chaque serveur k ∈K, on a ψ= ψkψ|−k, ou` ψk est la probabilite´ que le serveur k soit inactif et ψ|−k
est la probabilite´ conditionnelle que le syste`me soit vide sachant que le serveur k est inactif. La remarque
ci-dessus montre queψ|−k est aussi la probabilite´ que le sous-syste`me ou` les classes de Ik ne ge´ne`rent aucun
trafic soit vide. Cette e´galite´ ne permet pas de calculer directement ψ (on ne connaıˆt pas ψk), mais elle sera
utilise´e dans la preuve du the´ore`me 1 pour exprimer ψ en fonction des probabilite´s ψ|−k pour k ∈ K.
De meˆme, si l’on note L|−k l’espe´rance conditionnelle du nombre de requeˆtes dans le syste`me sachant
que le serveur k est inactif, alors L|−k est aussi l’espe´rance du nombre de requeˆtes dans le sous-syste`me ou`
les classes de Ik ne ge´ne`rent aucun trafic.
Le the´ore`me suivant donne une me´thode effective pour calculer les me´triques globales de performance
par re´currence. Dans [BCM17], nous obtenons un re´sultat similaire pour e´valuer les performances par
classe.
The´ore`me 1. Soit ρ= ∑i∈I λi∑k∈K µk la charge totale dans le syste`me. On a
ψ= (1−ρ) ∑k∈K µk
∑k∈K
µk
ψ|−k
et L =
ρ
1−ρ +
1
1−ρ
∑k∈K µkψkL|−k
∑k∈K µk
.
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De´monstration. On se contente de prouver la formule donnant ψ. L’e´quation de conservation stipule qu’a`
l’e´tat stationnaire, la quantite´ de travail qui entre est e´gale a` la quantite´ de travail effectivement fournie :
∑
i∈I
λi = ∑
k∈K
µk(1−ψk), soit ∑
k∈K
µkψk = ∑
k∈K
µk−∑
i∈I
λi.
On obtient la formule annonce´e pour ψ en remplac¸ant ψk par ψψ|−k et en re´arrangeant les termes.
On distingue deux contributions dans les expressions de ψ et L. La premie`re donne les performances dans
une grappe ou` toutes les requeˆtes sont affecte´es a` tous les serveurs (i.e., avec un graphe d’affectation biparti
complet). La seconde donne le surcouˆt duˆ au partage incomplet des ressources. Pour ψ, ce surcouˆt est e´gal
a` la moyenne harmonique des probabilite´s ψ|−k, k ∈K, ponde´re´es par les capacite´s µk, k ∈K, des serveurs.
3 Applications
Le the´ore`me 1 permet de calculer re´cursivement ψ et L en de´couplant le syste`me progressivement. Le cas
de base correspond a` une grappe sans trafic, vide avec probabilite´ 1. Sans autre hypothe`se, il est ne´cessaire
de re´aliser O(I +K) ope´rations pour chacun des 2K ensembles possibles de serveurs inactifs, ce qui donne
une complexite´ O
(
(I +K)2K
)
. Cependant, la complexite´ peut eˆtre rendue polynomiale en exploitant des
syme´tries ou des proprie´te´s topologiques, comme dans les deux sce´narios suivants.
Re´partition statique de la charge Dans [GHBSW+17], Gardner et al. e´tudient un syste`me ou` chaque
requeˆte est affecte´e a` d serveurs choisis au hasard de fac¸on uniforme dans une grappe homoge`ne de taille
K, et donnent une formule de complexite´ O(K) pour e´valuer les performances. Ce syste`me peut eˆtre de´crit
dans notre mode`le en conside´rant les
(K
d
)
affectations possibles comme autant de classes de requeˆtes. Tous
les sous-syste`mes contenant le meˆme nombre de serveurs inactifs sont e´quivalents, de sorte qu’il y a seule-
ment K sous-syste`mes a` conside´rer au lieu de 2K . Le the´ore`me 1 redonne imme´diatement les re´sultats
de [GHBSW+17]. Ces re´sultats peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s en ajoutant une he´te´roge´ne´ite´ limite´e (du coˆte´ des
serveurs et/ou des requeˆtes) tout en gardant une complexite´ polynomiale en fonction du nombre de serveurs.
Affectations locales Un autre cas inte´ressant est celui ou` les serveurs sont ordonne´s le long d’une ligne
virtuelle et ou` chaque classe est associe´e a` un intervalle de serveurs. Une telle ligne prive´e d’un serveur
se divise en (au plus) deux sous-lignes qui e´voluent de fac¸on inde´pendante. Il n’est donc plus ne´cessaire
de conside´rer chacun des 2K sous-ensembles de serveurs possibles, mais seulement les O(K2) sous-lignes.
Les formules obtenues ont une complexite´ en O(K3). Les re´sultats s’appliquent en particulier aux structures
en classes imbrique´es propose´es dans [GHBHR17], et s’e´tendent aise´ment a` une topologie en anneau. La
notion d’intervalle de serveurs permet de prendre en compte l’e´ventuelle proximite´ physique ne´cessaire pour
faciliter le paralle´lisme. Elle apparaıˆt aussi naturellement si les requeˆtes sont affecte´es aux serveurs selon
une table de hachage distribue´e munie d’une topologie en anneau, par exemple de type Chord [SMK+01].
Exemple nume´rique Pour illustrer l’inte´reˆt pratique de nos re´sultats, imaginons qu’un ope´rateur souhaite
implanter une re´partition statique de la charge pour des requeˆtes paralle´lisables sur d serveurs dans une
grappe homoge`ne de taille K = 100. Lorsqu’une requeˆte arrive, elle est affecte´e a` un ensemble de d serveurs
choisi au hasard de fac¸on uniforme parmi un ensemble de possibilite´s. L’ope´rateur compare plusieurs modes
de re´partition qui restreignent les affectations possibles : global (n’importe quel ensemble de d serveurs),
en ligne (un intervalle de d serveurs dans une topologie en ligne) et en anneau (un intervalle de d serveurs
dans une topologie en anneau). Ces sce´narios sont des cas particuliers des structures e´tudie´es plus haut.
La FIGURE 2 donne un comparatif du taux moyen de service, de´fini comme la vitesse moyenne a` laquelle
les requeˆtes sont traite´es, et calcule´ en temps polynomial graˆce au the´ore`me 1. Une affectation globale
semble toujours plus efficace qu’une affectation locale (en ligne ou en anneau). Deux principaux facteurs
expliquent ce phe´nome`ne. D’une part, restreindre les affectations a` des ensembles de serveurs conse´cutifs
diminue le nombre d’affectations possibles et augmente la probabilite´ que deux requeˆtes partagent un grand
nombre de serveurs. Ceci cre´e un prix de localite´, particulie`rement visible a` charge moyenne (figure de
gauche). D’autre part, la structure en ligne souffre d’un de´savantage supple´mentaire : l’he´te´roge´ne´ite´. Les
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FIGURE 2: Comparaison des re´partitions globale et locales (valeurs par de´faut : K = 100, d = 10, ρ= 0.9)
serveurs centraux rec¸oivent plus de requeˆtes que les serveurs en pe´riphe´rie, de sorte que les requeˆtes af-
fecte´es a` ces serveurs ont des performances moindres. Si cette he´te´roge´ne´ite´ n’impacte pas la stabilite´, elle
ge´ne`re une de´gradation des performances qui est particulie`rement sensible au choix de d (figure de droite).
4 Conclusion
Nous avons propose´ une nouvelle formule pour calculer les performances d’une grappe de serveurs dont
les ressources sont alloue´es selon l’e´quite´ e´quilibre´e. L’ingre´dient cle´ consiste a` e´valuer la probabilite´ qu’un
serveur soit inactif en comparant le comportement du syste`me avec et sans ce serveur. Bien que de com-
plexite´ exponentielle dans le pire cas, notre formule fournit une approche unifie´e qui simplifie l’e´tude de
nombreux syste`mes inte´ressants en pratique. Dans l’avenir, nous espe´rons pouvoir identifier d’autres struc-
tures de grappes dont l’e´tude est rendue possible par notre formule, par exemple en exploitant les crite`res de
syme´trie et d’inde´pendance de´ja` utilise´s. Nous souhaitons aussi utiliser ce re´sultat pour mieux comprendre
l’impact du graphe d’affectation sur les performances.
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